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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ ��ÀÔÅÍÀC ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌÄ. Ñ. Ìèñåðåâ a;b, Ì. Â. Ýíòèí b*aÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿbÈíñòèòóò �èçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ èì. À. Â. �æàíîâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 ìàðòà 2012 ã.Èçó÷åíû ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â ãðà�åíå ñ îäíîìåðíûì ïîòåíöèàëîì. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåïðè ìàëîì óãëå ìåæäó èìïóëüñîì ïàäàþùåãî ýëåêòðîíà è âåêòîðîì ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà. �àññìîòðå-íû òî÷íî ðåøàåìûå çàäà÷è î ïîòåíöèàëå òèïà ñãëàæåííîé ñòóïåíüêè U(x) = U th(x=a) è ïîòåíöèàëå ñîñîáåííîñòüþ U(x) = �U=(jxj + d). Îïðåäåëåíû êîý��èöèåíòû è �àçû ïðîõîæäåíèÿ/îòðàæåíèÿ äëÿðàçíûõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ. Íàéäåíî êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîñëå îòêðûòèÿ ãðà�åíà [1; 2℄ åãî èçó÷åíèå ñòà�ëî îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ îáëàñòåé �èçèêèòâåðäîãî òåëà. Âûñîêàÿ ïîäâèæíîñòü íîñèòåëåé äå�ëàåò ãðà�åí ïåðñïåêòèâíûì ìàòåðèàëîì äëÿ ýëåê�òðîíèêè. Ýòî ïðèâåëî ê èíòåíñèâíûì ïîïûòêàì ñî�çäàòü ýëåêòðîííûå ïðèáîðû íà åãî îñíîâå [3℄, â ÷àñò�íîñòè, áàëëèñòè÷åñêèå òðàíçèñòîðû ñ âûñîêîé ïî�äâèæíîñòüþ íîñèòåëåé â áàçå. Ïðîñòåéøèé áàëëè�ñòè÷åñêèé òðàíçèñòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ó÷à�ñòîê äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ñ êîíòàêòàìè, â êîòî�ðîì ñ ïîìîùüþ ëåãèðîâàíèÿ èëè ïîëåâîãî ýëåê�òðîäà ñîçäàí ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé îò îäíîé êî�îðäèíàòû. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿ�åòñÿ p�n-ïåðåõîä. Ïðîñòåéøèå çàäà÷è î ïðîçðà÷íî�ñòè p�n-ïåðåõîäà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [4�7℄.Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ, â ãðà�åíåíóëåâàÿ ùåëü ïðèâîäèò ê ñëàáîé èçîëÿöèè p- èn-îáëàñòåé, ÷òî çàòðóäíÿåò ñîçäàíèå êëþ÷à íà îñíî�âå ãðà�åíà.Â ðÿäå ðàáîò ïîñëåäíåãî âðåìåíè èçó÷àëèñü ñî�ñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ âî âíåøíèõ ïîëÿõ: â îäíîìåð�íîé ïðÿìîóãîëüíîé ÿìå [8℄, â ñòàöèîíàðíîì îäíî�ðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [9℄ (âêëþ÷àÿ êâàçèêëàñ�ñè÷åñêóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåçýòîò ïåðåõîä [7; 9℄), â ñèñòåìå ñ òðåóãîëüíûì áàðüå�*E-mail: entin�isp.ns
.ru; erazorheader�gmail.
om

ðîì [10℄. Â ðàáîòå [11℄ àíàëèòè÷åñêè ðàññìîòðåíûçàäà÷è îá ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèÿõ â ìàãíèòíîì ïî�ëå ñ ñèíãóëÿðíûì âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Ýëåê�òðîííûé òðàíñïîðò â ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåìïîëå èçó÷åí â ðàáîòå [12℄. Èçâåñòíû ðåøåíèÿ äëÿãðà�åíà â ìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîð-ïîòåíöèàëîìA(x) = (0; thx; 0) [13℄. Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðè�ñòèêà p�n-ïåðåõîäà èçó÷åíà â ðàáîòå [14℄. Â îáçî�ðå [15℄ ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïîòåíöèàëüíûå çàäà�÷è â ãðà�åíå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèåýëåêòðîíîâ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, çàâèñÿùåì òîëü�êî îò îäíîé êîîðäèíàòû x: U = U(x). Â ðàáîòå ïî�ñòðîåíû òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî ìàëîñòè ïîïåðå÷íî�ãî èìïóëüñà è êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Àíà�ëèòè÷åñêè ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ñîñòîÿíèÿõ ýëåê�òðîíà â ñëåäóþùèõ ïîòåíöèàëàõ:U(x) = U th xa ; U(x) = � Ujxj+ d :Ïåðâûé èç ýòèõ ïîòåíöèàëîâ âîçíèêàåò â çàäà÷å îïëàâíîì p�n-ïåðåõîäå â ãðà�åíå. Âòîðîé âèä ïîòåí�öèàëà ïðèìåíèì ê çàäà÷å î ñîñòîÿíèÿõ íà êóëîíîâ�ñêîé ïðèìåñè â íàíîòðóáêå. Äëÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâòî÷íî ðàññ÷èòàíû êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ, �à�çû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ, ðàññìîòðåíû êðèòè�÷åñêèå ñëó÷àè, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ êâàçèêëàññè�÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì è òåîðèåé âîçìóùåíèé. Äëÿïîòåíöèàëà U(x) = �U=(jxj + d) íàéäåíû ýíåðãèèñâÿçàííûõ è êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.784



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãðà�åíà : : :Âáëèçè êîíè÷åñêèõ òî÷åê âîëíîâûå �óíêöèè	 êâàçè÷àñòèö â ãðà�åíå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþØðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîìĤ = s�p̂+ U(x; y);ãäå s � ñêîðîñòü Ôåðìè, p̂ = (p̂x; p̂y) � îïåðàòîð èì�ïóëüñà, � = (�x; �y) � ìàòðèöû Ïàóëè. Ïëîòíîñòüïîòîêà ÷àñòèö j â ñîñòîÿíèè 	 îïðåäåëÿåòñÿ îïåðà�òîðîì ñêîðîñòè v̂ = i~ hĤ; ri = s�êàê j = 	yv̂	 = s	y�	: (1)Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ áóäåì ïîëàãàòü ~ = 1,s = 1.Îòäåëÿÿ äâèæåíèå ïî y, ò. å. 	(x; y) == 	(x) exp(i�y), è óìíîæàÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðàíà ìàòðèöó �x, ïîëó÷èìid	dx = (U(x)�E)�x	+ i��z	:Çäåñü E � çíà÷åíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Ëåãêî âè�äåòü, ÷òî ïðè � = 0 ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íåçàâèñè�ìî îò âèäà ïîòåíöèàëà U(x) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåãóùèõ âîëíñî ñëîæíîé �àçîé:	(x) = g1 11 ! exp�i Z (E � U(x)) dx�++ g2 1�1 ! exp��i Z (E � U(x)) dx� ; (2)ãäå g1 è g2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Âèäíî, ÷òîðåøåíèå (2) íåâîçìîæíî ëîêàëèçîâàòü êàêèì-ëèáîïîòåíöèàëîì U(x). Êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âýòîì ñëó÷àå ðàâåí åäèíèöå. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷è�íà E � U(x) èãðàåò ðîëü èìïóëüñà ÷àñòèöû è ìåíÿ�åò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè îñòàíîâêè xi, ãäåU(xi) = E, ïðè ýòîì ïîòîê ÷àñòèö ñîõðàíÿåòñÿ âñþ�äó, â òîì ÷èñëå â ýòèõ òî÷êàõ.�åøàÿ çàäà÷ó ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ïàðà�ìåòðà �, âîçüìåì ðåøåíèå (2) çà îñíîâó, ïîëîæèâ âíåì g1 è g2 íîâûìè íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè êîîð�äèíàòû x. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîë�íîâàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå	(x) = exp�i Z (E � U(x)) dx��� g(x) + ��1g0(x)g(x)� ��1g0(x) ! ; (3)

g00(x) + 2i (E � U(x)) g0(x) � �2g(x) = 0: (4)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äè���åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4), êîòîðîå ëèíåéíî ïîïîòåíöèàëó è íå çàâèñèò îò åãî ïðîèçâîäíûõ.Îòìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ â óãëåðîä�íîé íàíîòðóáêå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òåõæå óðàâíåíèé, åñëè ñ÷èòàòü îäíó èç êîîðäèíàò, íà�ïðèìåð y, öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Òàêîé ïîäõîäïðèìåíèì ê ðàññìîòðåíèþ íàíîòðóáîê â ïðèáëèæå�íèè îãèáàþùèõ. Â òàêîé çàäà÷å âåëè÷èíà � îêàçûâà�åòñÿ êâàíòîâàííîé: � = m=d, d � ðàäèóñ íàíîòðóá�êè, m � öåëîå ÷èñëî.2. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ2.1. �àçëîæåíèå ïî ìàëîñòè ïîïåðå÷íîãîèìïóëüñà�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòðàæåíèè îò ïîòåíöèàëü�íîãî áàðüåðà ïðè jEj > �. Åñëè èìïóëüñ � ! 0,êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îñòàåòñÿ ìàëûì. Â ýòîìïðåäåëå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííóþ �îðìóëóäëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ïðè � = 0 èç (2)ìîæíî âûáðàòü ðåøåíèå ñ g1 = 1, g2 = 0, êîãäàâî âñåì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà âîë�íà exp �i R (E � U(x)) dx�. Åñëè � 6= 0, òî �óíêöèÿg(x) â (3) çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x è ïîÿâëÿåòñÿ îò�ðàæåííàÿ âîëíà. �åøàÿ (4) ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðè�áëèæåíèÿìè g(x) = 1 + g(1)(x) + : : : ;ïîëó÷èì:g(1)(x) = �2 xZ�1 �Z1 exp8<:2i �Z� (E � U(�)) d�9=; d� d�;��1g0(x) = � exp��2i Z (E � U(x)) dx� �� xZ1 exp8<:2i �Z�1 (E � U(�)) d�9=; d�:Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîììîäóëÿ êîý��èöèåíòà ��1g0(x):R = ����1g0(�1)��2 == �2 ������ 1Z�1 exp8<:2i �Z�1 (E � U(�)) d�9=; d�������2 : (5)11 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 785



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012Åñëè ïîòåíöèàë ìàë, à èìåííî,������ �Z�1 U(�) d�������� 1;òî èç (5) ñëåäóåò, ÷òîR = �2E2 ������ 1Z�1 U(�) exp(2iE�) d�������2 : (6)Ôîðìóëó (5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè êî�ý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ïîä ïðî�èçâîëüíûì áàðüåðîì. Ïðè íàëè÷èè òî÷åê ïîâîðîòàxi ìîæíî íàéòè àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà (5) ïî ìåòî�äó ñòàöèîíàðíîé �àçû. Â ñëó÷àå îäíîé òî÷êè ïîâî�ðîòà x0, ëåæàùåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïîëó÷àåìèñêîìóþ îöåíêó êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ:R � �2 ������ 1Z�1 exp�iF (x� x0)2	 dx������2 = ��2jF j ; (7)ãäå F = � �U�x ����x0 :Êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè �îðìóë (5) è (7) ÿâëÿ�åòñÿ ìàëîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, îòêóäà èç(7) ñëåäóåò óñëîâèå �2 � jF j � U0=a, ãäå U0 è a � õà�ðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà è ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàáïîòåíöèàëà.Â ñëó÷àå áàðüåðà 
 ñèììåòðè÷íûìè àñèìïòîòè�êàìè U(�1)! 0 èìåþòñÿ, êàê ìèíèìóì, äâå òî÷êèîñòàíîâêè, íàïðèìåð, x1 è x2. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæåðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó �îðìóëû (5):R � ��20� 1jF1j + 1jF2j � 2jF1F2j �� sin0�2 x2Zx1 jE � U(x)j dx1A1A : (8)Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (8) ó÷èòûâàåò èíòåð�å�ðåíöèþ ìåæäó âîëíàìè, îòðàæåííûìè îò ðàçëè÷�íûõ òî÷åê ïîâîðîòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîøåäøàÿ èîòðàæåííàÿ âîëíû ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà íàáè�ðàþò �àçó �0 = x2Zx1 (E � U(x)) dx;

÷òî îáåñïå÷èâàåò ðàçíîñòü �àç Æ� = 2�0. Êðîìåòîãî, â òî÷êàõ îñòàíîâêè íàáèðàåòñÿ êâàçèêëàññè÷å�ñêàÿ �àçà ��=4. Îòìåòèì, ÷òî â óêàçàííîì ïðèáëè�æåíèè ïðèjF1j = jF2j; x2Zx1 jE � U(x)j dx = �4 + �nêîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ñîãëàñ�íî (8), ò. å. ïðîõîæäåíèå íîñèò ðåçîíàíñíûé õàðàê�òåð. 2.2. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåÂîññòàíîâèì ðàçìåðíîñòü â óðàâíåíèè Øðåäèí�ãåðà: i~d	dx = U(x) �Es �x	+ ipy�z	:Ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà óñòðåìèì ê íóëþ, ~ ! 0, ïðèòàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå èìïóëüñ è åãî êîìïîíåí�òû ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ íåèçìåííûìè. Ïîýòîìóââåäåì â ýòîì ðàçäåëå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîïåðå÷íîãîèìïóëüñà py = ~�.Ïðåäñòàâèâ âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå	(x) = 0BBB� exp� i~ �(x)�exp� i~ �(x)� 1CCCA ;ãäå �(x) = �0(x) + ~i �1(x) +O(~2);�(x) = �0(x) + ~i �1(x) +O(~2);ïðèõîäèì ê ñâÿçàííûì óðàâíåíèÿì äëÿ �óíêöèé�(x) è �(x):�0(x) + ipy = E � U(x)s exp� i~ (�(x) � �(x))� ;�0(x)�ipy = E�U(x)s exp�� i~ (�(x)��(x))� : (9)Â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (9) ñòîÿò áûñòðî îñöèëëè�ðóþùèå ýêñïîíåíòû. Èç ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé �(x),�(x) ñëåäóåò, ÷òî �0(x) = �0(x). Äàëüíåéøåå ðåøå�íèå ñèñòåìû (9) ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿ�786



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãðà�åíà : : :ìè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé âèä êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîé âîëíîâîé �óíêöèè:	(x) = 
p2 exp� i~ Z pxdx� ��0BBBB� �1� i pypx �1=2�1 + i pypx �1=2 1CCCCA ; (10)px = �s�E � U(x)s �2 � (py)2:Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå íåïðèìåíèìî â îá�ëàñòè, ãäå ïðîäîëüíûé èìïóëüñ áëèçîê ê íóëþ, òàêêàê âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü 1=ppx.Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷èì èç òðåáîâàíèÿ j�00(x)j �� j~�01(x)j. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó� = ~=px. Òîãäà óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèäd�dx � E � U(x)spy (11)èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåëè÷èí â ÿâíîì âèäå �~pyU 0(x)sp3x � 1: (12)Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â ãðà�åíåèìååò òå æå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ ïîâîðîòà (òî÷�êè, ãäå px = 0), ÷òî è êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíî�âàÿ �óíêöèÿ ÷àñòèö ñ êâàäðàòè÷íîé äèñïåðñèåé, ïî�ýòîìó óñëîâèÿ ñøèâêè è ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áî-ðà � Çîììåð�åëüäà áóäóò èäåíòè÷íûìè [16℄.3. ÒÎ×ÍÎ �ÅØÀÅÌÛÅ ÇÀÄÀ×È3.1. �ëàäêàÿ ñòóïåíüêàÂ ãðà�åíå p�n-ïåðåõîä ìîæåò áûòü ìîäåëüíîîïèñàí ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà â âèäå ñòóïåíüêèU(x) = U th(x=a), ñì. ðèñ. 1. Â ïðåäåëå ìàëîé òîë�ùèíû ïåðåõîäà ýòîò ïîòåíöèàë ïåðåõîäèò â ñòóïåíü�êó Êëåéíà, à ïðè �B � a, ãäå �B � 2�=(E + U) �äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ êâàçè�êëàññè÷åñêîé è áàðüåð ìîæíî çàìåíèòü îäíîðîäíûìïîëåì F = U=a. Ïðèáëèæåíèå îäíîðîäíîãî ïîëÿïðèìåíèìî äëÿ ýíåðãèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè�ÿì E + U � 2�=a è U � � > E > �� U .Ïðîâåäÿ â óðàâíåíèè (4) ïîäñòàíîâêóg(x)! eikx�i(E+U)xF1(x)

�4 �2 0 2 4 6 8 E00:20:40:60:81:0R 2U 2� U(x)
�èñ. 1. Íà âñòàâêå: ýíåðãåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà â çà-äà÷å î p�n-ïåðåõîäå, ìîäåëèðóåìîì ãëàäêîé ñòó-ïåíüêîé U(x) = U th(x=a); ãðà�èê ïîòåíöèàëàèçîáðàæåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ñïëîøíûå ëèíèè ñî-îòâåòñòâóþò äíó çîíû ïðîâîäèìîñòè è ïîòîëêó âà-ëåíòíîé çîíû. Íà îñíîâíîì ðèñóíêå: ñîîòâåòñòâó-þùèå çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ R îòýíåðãèè E ïðè � = 1, U = 5, a = 20 (ñïëîøíàÿëèíèÿ), 2 (øòðèõîâàÿ), 0:02 (øòðèõïóíêòèðíàÿ)è ñäåëàâ çàìåíó àðãóìåíòà � = � exp(2x=a), ïðèõî�äèì ê óðàâíåíèþ äëÿ íåâûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêîé �óíêöèè �àóññà F (�; �; 
; �). Â êà÷åñòâåg(x) âûáåðåì ðåøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåìk =p(E + U)2 � �2:F1(x) = F � ia2 (k � q � 2U);ia2 (k + q � 2U); 1 + iak;�e2x=a� ;ãäå q =p(E � U)2 � �2 :Òîãäà ïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèéâèä: = (e2x=a + 1)�iUaeikx F1(x) 11 ! ++ E + U � k� ��iF1(x) + 2aU1 + iak e2x=aF2(x)� ��  1�1 !! ; (13)ãäåF2(x) = F � ia2 (k � q � 2U) + 1;ia2 (k + q � 2U) + 1; 2 + iak;�e2x=a� :787 11*



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012Âûïèøåì àñèìïòîòèêè âîëíîâîé �óíêöèè íàáåñêîíå÷íîñòè, âûäåëèâ ïàäàþùóþ  f , îòðàæåííóþ r è ïðîøåäøóþ  t âîëíû: (x! �1) =  t = eikx  11 ! �� iE + U � k�  1�1 !! ; (14) (x! +1) =  f +  r:Çäåñü ïàäàþùàÿ  f è îòðàæåííàÿ  r ïëîñêèå âîëíûîïðåäåëÿþòñÿ íàïðàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòî�êîâ: f = eiqx �� �(1 + iak)�(iaq)�� ia2 (k + q � 2U)���1 + ia2 (k + q + 2U)� ��  11 !� iE � q � U�  1�1 !! ; (15) r =  f (�q);ãäå �(x) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà. Òàêàÿ êëàññè��èêàöèÿ âåðíà òîëüêî ïðè óñëîâèè E > U + � èëèE < ���U . Â ñëó÷àå U�� > E > ��U â �îðìóëàõ(14) è (15) ñëåäóåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåêñû ¾f¿è ¾r¿.Íàéäåì ïîòîêè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè�åì (1):jf =  yf�x f = 2 1��E � q � U� �2!�� sh��a2 (k + q + 2U)�sh(�ak) �� sh��a2 (k + q � 2U)�sh(�aq) kq k + q � 2Uk + q + 2U ;jr =  yr�x r = 2 1��E + q � U� �2!�� sh��a2 (k � q + 2U)�sh(�ak) �� sh��a2 (k � q � 2U)�sh(�aq) kq k � q � 2Uk � q + 2U ;jt =  yt�x t = 2 1��E + U � k� �2! :

Â ñëó÷àå U � � > E > � � U ñëåäóåò ïîìåíÿòü ìå�ñòàìè èíäåêñû ¾r¿ è ¾f¿.Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ êî�ý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ:R = ���� jrjf ���� = sh��a2 (k � q � 2U)�sh��a2 (k + q + 2U)� �� sh��a2 (k � q + 2U)�sh��a2 (k + q � 2U)� �� 
h (�a(k � q))� 
h(2�aU)
h (�a(k + q))� 
h(2�aU) : (16)Â èíòåðâàëå ýíåðãèé U�� > E > ��U êîý��èöèåíòîòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì, îáðàòíûì ê(16). Â èíòåðâàëå ýíåðãèé U + � > E > U � � ÷àñ�òèöû ïîëíîñòüþ îòðàæàþòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó�÷åííîå âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî ïî E, ÷òî îòðàæàåòñèììåòðèþ çàäà÷è.Ïðè a! 0 �îðìóëà (16) äàåò ðåçóëüòàò äëÿ ðåç�êîé ñòóïåíüêè: R = 4U2 � (k � q)24U2 � (k + q)2 : (17)Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ïðè a!1 â îáëàñòèýíåðãèé U � � > E > �� U ðàçëîæåíèå ïðèâîäèò êêâàçèêëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó:T � exp (��a(2U � k � q)) : (18)Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ: aU � 1,aq � 1, ak � 1.Çàâèñèìîñòü R(E) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà�ðàìåòðà a ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.Àñèìïòîòèêà âîëíîâîé �óíêöèè ïîçâîëÿåò íàé�òè �àçû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ. Åñëè àñèìïòî�òèêè ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí çàïèñàíû â âèäå f =  1exp(i'0) ! exp(�iqx); r = r 1� exp(�i'0) ! exp(�iqx);òî �àçà îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê àðãóìåíò êîì�ïëåêñíîãî ÷èñëà r: 'r = Arg r. Äëÿ îïðåäåëåííîñòèâ îáîçíà÷åíèÿõ èíòåðâàëîâ ýíåðãèè ïîëîæèì U > �.Ôàçà îòðàæåíèÿ ðàâíà788



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãðà�åíà : : :
'r =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�Arg264 �(iaq)� ia2 (k � q � 2U)!� 1+ ia2 (k � q + 2U)!�(�iaq)� ia2 (k + q � 2U)!� 1+ ia2 (k + q + 2U)! E � q � U + i�E + q � U + i�375 ;Arg264 �(iaq)� a
2 � ia2 (2U+q)!� 1+a
2 + ia2 (2U�q)!�(�iaq)� a
2 � ia2 (2U�q)!� 1+a
2 + ia2 (2U+q)! E�q�U+i�E+q�U+i�375 ; ��U > E > ���U; (19)ãäå çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè U � � > E > �� U , à ìèíóñ � îáëàñòÿì E > U + �, E < �U � �,
 =p�2 � (E + U)2 :Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå a! 0 âûðàæåíèå (19) ïåðåõîäèò â ðåçóëüòàò äëÿ ñòóïåíüêè Êëåéíà [8℄:'r =8>>>><>>>>: Arg [�(�� iq)℄ ; E > U + �;Arg [��� iq℄ ; U � � > E > �� U;Arg ��(�+ iq)(2U(E + U) + 
2 + iq
)� ; �� U > E > ��� U;Arg [�� iq℄ ; E < ��� U: (20)Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ãëàäêîãî áàðüåðà,a ! 1, ìîæíî ïðîâåñòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå�íèå �îðìóëû (19) â îáëàñòè ýíåðãèé U � � > E >> �� U :'r = Arg �(q�i�) exp�ia�k ln 4U�4U2�(k+q)2 ++ U ln U �E � qU �E + q + q ln q2�U��� : (21)�àçëîæåíèå (21) ñîîòâåòñòâóåò êâàçèêëàññè÷åñêîìóïðåäåëó:'WKB = 2 1Zx0 (q(x)� q) dx� 2qx0 + '0: (22)Çäåñü q(x) =r�E � U th xa�2 � �2� èìïóëüñ âäîëü îñè x,x0 = �a2 ln� 2UE + U + � � 1�� òî÷êà îñòàíîâêè,'0 = Arg[q � i�℄; q =p(E � U)2 � �2 :Ïðîèíòåãðèðîâàâ (22) ïî q(x), íàõîäèì'WKB = a�k ln 4U�4U2 � (k + q)2 ++ U ln U �E � qU �E + q + q ln q2�U �+ '0: (23)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøîé øèðèíå ñòóïåíüêèa �àçà îòðàæåíèÿ (21) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñêâàçèêëàññè÷åñêîé �àçîé (23) â îáëàñòè ýíåðãèéU � � > E > �� U .Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �àçà ïðîõîæäåíèÿ:'t == �Arg2664�� ia2 (k�q�2U)���1+ ia2 (k�q+2U)��(�iaq) �� E � k + U + i�E + q � U + i�� ; (24)ãäå çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè U � � > E >> ��U , à ìèíóñ � îáëàñòÿì E > U+�, E < �U��.Ïðè ìàëûõ a �àçà ïðîõîæäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ �îðìó�ëîé äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ñòóïåíüêè:'t = �Arg E � k + U + i�E + q � U + i� ; (25)ãäå çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè U � � > E >> ��U , à ìèíóñ � îáëàñòÿì E > U+�, E < �U��.�àçëîæåíèå �îðìóëû (24) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà a â îáëàñòè ýíåðãèé � � U < E < U � �ñîâïàäàåò ñ êâàçèêëàññè÷åñêîé �àçîé ïðîõîæäåíèÿ:789



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012't = Arg E � k + U + i�E + q � U + i� ++ a8>>><>>>:k2 ln a2e2  U2 ��k � q2 �2!! ++ U ln U + k � q2U � k � q2 + q ln q2U2 ��k � q2 �2 9>>>=>>>;+ �4 :3.2. Îäíîìåðíûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë3.2.1. Âîëíîâûå �óíêöèè�àññìîòðèì ïîòåíöèàë U(x) = �U=(jxj + d)(ðèñ. 2). Ýòîò ïîòåíöèàë ìîæåò ìîäåëèðîâàòü çàðÿ�æåííóþ ïðèìåñü â íàíîòðóáêå, ðàñïîëîæåííóþ íàîñè x, äëÿ êîòîðîéU(x) = � Upx2 + d2 :Åñëè � = 0, òî âîçíèêàþùåå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ äå�ëîêàëèçîâàííûì è áåçîòðàæàòåëüíûì. Ïðè � 6= 0âîçíèêàåò ëîêàëèçàöèÿ âäîëü îñè x, äàþùàÿ ðÿä äèñ�êðåòíûõ óðîâíåé, ñãóùàþùèõñÿ ê òî÷êå E = �� 0.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè g(x)â îáëàñòè x > 0 èìååò âèäg00(x)+2i�E+ Ux+d� g0(x)�(E2�k2)g(x) = 0;x > 0: (26)Âûáåðåì ðåøåíèåg(x) = exp(ikx� iEx)G0(x);ãäå G0(x) = G� iU(k �E)k ; 2iU ;�2ik(d+ x)�� âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âòî�ðîãî ðîäà. Óðàâíåíèå äëÿ g(x) â ëåâîé ïîëóïëîñêî�ñòè ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (26) ïðè îäíîâðåìåííîéñìåíå çíàêà ïàðàìåòðîâ d è U . Ïîýòîìó äëÿ ïîëó�ïðîñòðàíñòâà x < 0 ïîëó÷àåì îáùèé âèä ðåøåíèÿ:g(x) = exp(ikx� iEx) (C1G1(x) + C2F1(x)) ; (27)ãäå C1 è C2 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç óñëîâèÿñøèâêè â íóëå,G1(x) = G�� iU(k �E)k ;�2iU ; 2ik(d� x)� ;

F1(x) = F �� iU(k �E)k ;�2iU ; 2ik(d� x)�� âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïåð�âîãî ðîäà.Îòñþäà íåñëîæíî íàéòè âîëíîâóþ �óíêöèþ, èñ�ïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿâûðîæäåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ïåðâî�ãî è âòîðîãî ðîäà:dG(�; 
; �)d� = ��G (�+ 1; 
 + 1; �) ;dF (�; 
; �)d� = �
 F (�+ 1; 
 + 1; �) : (28)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ðàâ�íà + = �xd + 1�iU �� eikx "G0(x)  11 !� i(E � k)pE2 � k2  1�1 !! ++ 2U E � kpE2 � k2 G2(x) 1�1 !# ; (29)G2(x) = G�1 + iU(k �E)k ; 1 + 2iU;�2ik(d+ x)� :Âîëíîâóþ �óíêöèþ â ëåâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðåä�ñòàâèì â íàèáîëåå îáùåì âèäå: � = ��xd + 1��iU eikx u1(x) 11 ! �� i(E � k)pE2 � k2 u2(x) 1�1 !! : (30)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:u1(x) = C1G1(x) + C2F1(x);u2(x) = C1(G1(x)� 2iUG3(x)) + C2(F1(x)� F2(x));ãäåG3(x) = G�1� iU(k �E)k ; 1� 2iU ; 2ik(d� x)� ;F2(x) = F �1� iU(k �E)k ; 1� 2iU ; 2ik(d� x)� :Êîíñòàíòû C1 è C2 îïðåäåëèì èç ñâîéñòâà íåïðå�ðûâíîñòè âîëíîâîé �óíêöèè â íóëå  �(�0) ==  +(+0): C1 = �G0F2 + 2iUG2F12iUG3F1 �G1F2 ;C2 = 2iU(G1G2 +G0G3)2iUG3F1 �G1F2 : (31)Çäåñü G0, G1, G2, G3, F1, F2 � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó�þùèõ �óíêöèé â òî÷êå x = 0.790
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�5�10�15�200:20:40:60:81:0T à
E

U(x)2�
�1:9 �1:7 �1:5 �1:3E0:2
T á1:00:6

�èñ. 2. a) Âñòàâêà: ýíåðãåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà â çàäà÷å î ñîñòîÿíèÿõ êâàçè÷àñòèöû â îäíîìåðíîì êóëîíîâñêîì ïî-òåíöèàëå U(x) = �U=(jxj+d); ïóíêòèðíûå ëèíèè � ãðà�èê ïîòåíöèàëà, ñïëîøíûå ëèíèè � äíî çîíû ïðîâîäèìîñòèè ïîòîëîê âàëåíòíîé çîíû. Îñíîâíîé ãðà�èê: çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T îò E â îáëàñòè îòðèöà-òåëüíûõ ýíåðãèé ïðè � = 1, d = 0:001, U = 2; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íàÿ êðèâàÿ, øòðèõîâàÿ � ïðèáëèæåíèå ìàëûõ�, ïóíêòèðíàÿ � êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. á ) �àçâåðíóòàÿ îáëàñòü ðåçîíàíñîâ3.2.2. Àñèìïòîòèêè âîëíîâûõ �óíêöèéÄëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ èýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé íàéäåì àñèìïòîòèêèâîëíîâûõ �óíêöèé ïðè x! +1 è x! �1. Ñïðàâàâ âûðàæåíèÿõ îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû, îòâå÷àþùèåïðîøåäøåé âîëíå. Åå àñèìïòîòèêà çàïèñûâàåòñÿ êàê (x!1) =  t = �xd�iU (2kx)�iU(1�E=k) �� exp���2U �1� Ek ����  11 !� i(E � k)pE2 � k2  1�1 !! exp(ikx): (32)Â ðàçëîæåíèè âîëíîâîé�óíêöèè ïðè x! �1 ñðàçóâûäåëèì ïàäàþùóþ è îòðàæåííóþ âîëíû. Âûðàæå�íèå äëÿ ïàäàþùåé âîëíû èìååò âèä f = ��xd��iU (�2kx)iU(1�E=k) �� exp���2U �1� Ek �����C1+C2 exp��U �1�Ek �� �(�2iU)� (�iU(1+E=k))���  11 !� i(E � k)pE2 � k2  1�1 !! exp(ikx): (33)Îòðàæåííàÿ âîëíà íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò êî�ý��èöèåíòà C1:

 r = C2 ��xd��iU (�2kx)iU(1+E=k) �� exp���2U �1 + Ek ���� exp(2ikd) �(�2iU)�(�iU(1�E=k)) ��  11 !� i(E + k)pE2 � k2  1�1 !! exp(�ikx): (34)3.2.3. Êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿÏîòîêè íàõîäèì óñðåäíåíèåì îïåðàòîðà ñêîðî�ñòè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñîñòîÿíèÿì:jf = 4kk +E exp���U �1� Ek ���� ����C1 + C2 exp��U �1� Ek �� �(�2iU)� (�iU(1 +E=k)) ����2 ;jr = 4kk�E exp���U �1+Ek �� ���� C2�(�2iU)� (�iU(1�E=k)) ����2 ;jt = 4kk +E exp���U �1� Ek �� :Òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿèìååò âèäT = ����C1 + C2 exp��U �1� Ek �� �� �(�2iU)�(�iU(1 +E=k)) �����2 : (35)791



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 20123.2.4. Ôàçû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿÀñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âîëíîâîé �óíêöèèïîçâîëÿåò íàéòè òàêæå �àçû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæå�íèÿ. Îòìåòèì ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ðàñõîäèìîñòü �à�çû Æ' = 2UEk ln(2kjxj);îáóñëîâëåííóþ àñèìïòîòèêîé ïîòåíöèàëà U � 1=x,êîòîðàÿ äàåò áåñêîíå÷íóþ ïî âåëè÷èíå äîáàâêó â�îðìóëàõ äëÿ �àç ïðè äåéñòâèòåëüíîì çíà÷åíèè k:'t = �2U ln(2kd)��Arg �C1 + C2 exp��U �1� Ek �� �� �(�2iU)�(�iU(1 +E=k))�+ Æ'; (36)'r = 2kd+Arg" C2�(�2iU)� (�iU(1�E=k)) �� i(E + k)�� i(E � k) �� �C1 + C2 exp��U �1� Ek �� �� �(�2iU)�(�iU(1 +E=k))��1#+ Æ': (37)Â îáëàñòè ýíåðãèé � > E > �� ïðè U > 2�d è� > E > U=d � � ïðè U < 2�d, êîòîðàÿ ñîîòâåò�ñòâóåò äèñêðåòíîìó ñïåêòðó, èìïóëüñ k ñòàíîâèòñÿ÷èñòî ìíèìûì: k = i
, ãäå 
 = p�2 �E2 � äåé�ñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà â äàííîé îáëàñòè ýíåðãèé. Èâûðàæåíèå äëÿ �àçû îòðàæåíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäó�þùèé âèä:'r = Arg2664 C2�(�2iU)���iU �1 + iE
 �� �+ 
 � iE�� 
 � iE ��0BB�C1 + C2 exp��U �1 + iE
 �� �� �(�2iU)���iU �1� iE
 ��1CCA�13775+ �UE
 : (38)3.2.5. Ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿêîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ�àññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ �. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷�êè îñòàíîâêè îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ E = U(x1;2),ò. å. x1 = �UE � d; x2 = �x1:

Íà ðèñ. 2 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ãðà�èê çàâè�ñèìîñòè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T îò ýíåðãèèíàëåòàþùèõ ÷àñòèö E ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà�ðàìåòðîâ: U = 2, � = 1, d = 0:001. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòà ïðîõîæäå�íèÿ ïî ïðèáëèæåííîé �îðìóëå (8). Ïðîâåäÿ â (8)ýëåìåíòàðíîå èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèåêîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ïî ïàðàìåòðó �:Tappr = 1� 2�U�2E2 ���1 + sin �4U �ln�� UdE�� U + dEU ��� : (39)�èñóíîê 2 äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ ñòåïåíü òî÷íî�ñòè ïðèáëèæåííîé �îðìóëû (39) è àíàëèòè÷åñêîãîâûðàæåíèÿ (35) â îáëàñòè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõýíåðãèé jEj � �U .Ïðèâåäåì òàêæå êâàçèêëàññè÷åñêóþ îöåíêó êî�ý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òîïðè U > 2�d ñóùåñòâóåò îáëàñòü ýíåðãèé ��d >> dE > �U + �d, â êîòîðîé ÷àñòèöû èìåþò ÷åòûðåòî÷êè îñòàíîâêè:x1 = U�E + � � d; x2 = U�E � � � d;x3 = �x1; x4 = �x2:Ýëåêòðîíó ñ ýíåðãèåé, ëåæàùåé â ýòîì èíòåð�âàëå, íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü äâå ïðîñòðàíñòâåí�íî-ðàçäåëåííûå çàïðåùåííûå çîíû. Äëÿ îïðåäåëå�íèÿ ñóììàðíîé ïðîøåäøåé âîëíû âîñïîëüçóåìñÿìíîãîâîëíîâûì ìåòîäîì, ó÷èòûâàÿ äîáàâêó ê �àçå��=4 ïðè êàæäîì îòðàæåíèè. Îáîçíà÷àÿ êàê tè r ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿè îòðàæåíèÿ ïî àìïëèòóäå âîëíîâîé �óíêöèèîò îäíîãî èç áàðüåðîâ, ïîëó÷àåì äëÿ ïðîøåäøåéâîëíû âûðàæåíèå:	pas = �t2 + t2r2 expni��� �2�o ++ t2r4 expn2i����2�o+ : : :�	0 expni����2�o == t21� r2 expni��� �2�o 	0 expni��� �2�o :Çäåñü � = 2 x1Z�x1 s�E + Ujxj+ d�2 � �2 dx� �àçà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàçíîñòüþ õîäà. Êâàçèêëàñ�792



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãðà�åíà : : :ñè÷åñêèé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ T0 = t2 ñêâîçüîäíó çàïðåùåííóþ çîíó îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:T0 = exp8<:�2 x2Zx1 s�2 ��E + Ujxj+ d �2 dx9=; :Èòàê, ïîëó÷àåì êâàçèêëàññè÷åñêóþ îöåíêó äëÿ êî�ý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ â ñëó÷àå ÷åòûðåõ òî÷åêîñòàíîâêè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè:TWKB = T 201 +R20 � 2R0 sin� : (40)×òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïðè�ìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å, âû÷èñëèì T0 è �:T0 = exp�2�U �Ek + 1�� ; (41)� = 4qd� 8U Ek ar
th r���E��E U+dE�d�U+dE+d� !�� 8U ar
th rU + dE � d�U + dE + d� ! : (42)Çäåñü qd =p(U + dE)2 � (d�)2 :�èñóíîê 2 äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ òî÷íîñòü äàííî�ãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîäòâåðæäàÿ êâàçèêëàññè÷åñêóþïðèðîäó îñöèëëÿöèé êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âèíòåðâàëå ýíåðãèé ��d > dE > �U + �d.Èç �îðìóëû (40) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íàëè�÷èè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, ýíåðãèè êîòîðûõÿâëÿþòñÿ íóëÿìè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Øèðè�íà ïèêà êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ õàðàêòåðèçóåòøèðèíó êâàçèóðîâíÿ. Ýíåðãèè êâàçèñòàöèîíàðíûõñîñòîÿíèé ìîæíî îöåíèòü èç ïðèáëèæåííîãî óðàâ�íåíèÿ: � = �=2 + 2�n, ãäå n � öåëîå ÷èñëî, � �êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �àçà.�èñóíîê 3 äåìîíñòðèðóåò ñèëüíóþ çàâèñèìîñòüêîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ îò ïàðàìåòðà d.3.2.6. Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿÝíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ïîëþñà�ìè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ, ò. å. îïðåäåëÿþòñÿèç óðàâíåíèÿC1C2 = � exp��U �1� Ek ���� �(�2iU)� (�iU(1 +E=k)) : (43)
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ Tîò E â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé ïðè � = 1,U = 2 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà d: d = 1(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), 0:1 (øòðèõîâàÿ), 0:05 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ)Ýíåðãèÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ëåæèò â èíòåðâàëå� > E > �� ïðè U > 2�d èëè � > E > �U=d + �ïðè U > 2�d, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ìíèìîìó çíà�÷åíèþ k = pE2 � �2 = i
.Îäíàêî áîëåå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü äðóãîå óñëî�âèå äëÿ ýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, ýêâèâàëåíò�íîå óñëîâèþ (43). Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñâîéñòâñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèö âñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå. Â ÷åòíîì ïîòåíöèàëå,U(x) = U(�x), âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îáëàäàåò ñâîé�ñòâîì 	(x) = ei��y	(�x);ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ �àçà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåìñøèâêè â x = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü âåðî�ÿòíîñòè â äàííîì ñîñòîÿíèè 	, îïðåäåëÿåìàÿ êàê�(x) = 	y(x)	(x), ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé �óíêöè�åé êîîðäèíàòû x. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3) è äàííîåñâîéñòâî âîëíîâîé �óíêöèè, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþäëÿ ýíåðãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé:djg(x)j2dx ����x=0 = 0: (43a)Ôèçè÷åñêè ýòî óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî óðîâíè ýíåð�ãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåìãëàäêîñòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè �(x) â íóëå. Âû�áåðåì òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26), êîòîðîå ñòðå�ìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà ïðè x > 0èìååìjg(x)j = e�
xG� iU(k �E)k ; 2iU ; 2
(d+ x)� :793



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012Ïîäñòàíîâêà â (43a) äàåò òî÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ýíåð�ãèé ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ñóùåñòâåííî ïðî�ùå àíàëèçèðîâàòü, ÷åì óðàâíåíèå (43):Re8>><>>:�1 + iE
 �0BB�1 + 2iU �� G�iU �1�E
 �+1; 2iU+1; 2
d�G�iU �1�E
 � ; 2iU ; 2
d� 1CCA9>>=>>; = 0: (43b)�àçëîæèì óðàâíåíèå (43b) ïðè óñëîâèè U � 1.Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì ìàëîñòü êîý��èöèåíòà d äëÿòîãî, ÷òîáû ðàçëîæèòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíê�öèè ïî èõ àðãóìåíòó. Ìàëîñòü êîíñòàíòû âçàèìî�äåéñòâèÿ U ñîîòâåòñòâóåò íåðåëÿòèâèñòñêîìó ðàñ�ñìîòðåíèþ, ïðè êîòîðîì E=
 � 1. Ïîýòîìó äëÿòîãî, ÷òîáû íàéòè ýíåðãèè âîçáóæäåííûõ óðîâíåé,íå áóäåì ó÷èòûâàòü ñëàãàåìîå (1 + iE=
) â óðàâíå�íèè (43b). Òîãäà ïðèõîäèì ê ïðèáëèæåííîìó óðàâ�íåíèþ:Re8>><>>: 1��1+U �i�E
 �� 0BB� 1��1�U �i+E
 �� �� (2
d)�2iU��1 + U �i� E
 ��1CCA9>>=>>; = 0;êîòîðîå äåìîíñòðèðóåò îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïðèd ! 0 èç-çà íàëè÷èÿ îñöèëëèðóþùåãî �àêòîðà(2
d)�2iU . Ïîðÿäîê ïàðàìåòðà d, ïðè êîòîðîì �àçàîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ áóäåò ïîðÿäêà åäèíè�öû, îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ìíîæèòå�ëåì exp(�1=2U). Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè d íå ìî�æåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ âñëåä�ñòâèå ýêðàíèðîâêè ïîòåíöèàëà ýëåêòðîíàìè. Ïîýòî�ìó äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî(2
d)�2iU � 1� 2iU ln(2
d); d� exp�� 12U� :Îñòàâëÿÿ â ðàçëîæåíèè òîëüêî ãëàâíûé ïîðÿäîê,ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþRe���1 + U �i� E
 ��� = 0:Ïðè óñëîâèè U � 1 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âåðíî òîëü�êî â ïîëþñàõ ãàììà-�óíêöèè, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òîE
 = nU ;

èëè E = �� �U22n2 :Äàííîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþò äâå âîëíîâûå �óíê�öèè � èìååò ìåñòî äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå. �àñ�ñìàòðèâàÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî U â ïðåäñòàâëåí�íîì ðàçëîæåíèè, îïðåäåëèì ïîïðàâêè ê óðîâíÿìýíåðãèè: E1 = �� �U22n2 � �U2n2 ln(2�Ud) ;E2 = �� �U22n2 + �U4n3 ln(2�Ud):Çäåñü ïðåäïîëàãàëîñü âûïîëíåíèå óñëîâèÿexp�� 12U�� �d� U:Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðèáëè�æåíèè UE=
 � 1, E=
 � 1 èç óðàâíåíèÿ (43b):E0 = �� 2�U2 ln2(2�Ud):�àññìîòðèì òàêæå ñëó÷àé U � 1. Ýíåðãèèñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìóðàâíåíèåìE
 � � ar

tg(E=
)� + 112� � 
�U �2 == n2U � 1� ln 2Ue�d � 14U � � ar
tg(1=6U)� ; (44)ãäå e = 2:718 : : : , n � öåëîå ÷èñëî. Óñëîâèÿ ïðè�ìåíèìîñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèå: U � 1,
d� 1. Ïðè ýòîì ñëàãàåìîå112� � 
�U �2 � 112� � 1;ïîýòîìó äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà åãî ìîæíî îïó�ñòèòü. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî d äîñòàòî÷íî ìà�ëî è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �d . 1. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèå (44) ñïðàâåäëèâî âî âñåé îáëàñòè ýíåðãèé� > E > ��. ÔóíêöèÿE
 � � ar

tg(E=
)� ;ãäå 
 = p�2 �E2, îãðàíè÷åíà ñíèçó, ïðè÷åìE
 � � ar

tg(E=
)� � � 1� :Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå äëÿ n:n � �2U� ln 2Ue2�d + � � ar
tg(1=6U)2� �+ 1 = n0:794



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 2012 Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãðà�åíà : : :Çäåñü [x℄ � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x. Ïðî�âåäåì çàìåíó n = n0 + m, ãäå m = 0; 1; 2; : : : Òîã-äà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ ýíåðãèéñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé:Ep�2 �E2 � � ar

tg Ep�2 �E2� + 1� = m+ �2U ; (45)ãäå � = 1� �2U� ln 2Ue2�d + � � ar
tg(1=6U)2� � ;fxg � äðîáíàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x.Èç �îðìóëû (45) ñëåäóþò íåñêîëüêî ïðèçíàêîâïîäîáèÿ. Ïåðâûé ïðèçíàê ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè�èêñèðîâàííûõ � è U äèñêðåòíûé ñïåêòð îïðåäå�ëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðîì �. Çíà÷èò, äèñêðåòíûéñïåêòð çàäà÷è ñdn = d0 exp���n2U � ;ãäå n � öåëîå ÷èñëî, ýêâèâàëåíòåí äèñêðåòíîìóñïåêòðó ñ ïàðàìåòðîì çàäà÷è d0, òàê êàê â ýòîì ñëó�÷àå �n = �0. Âòîðîé ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïîÿâëÿåòñÿïðè ðàññìîòðåíèè íîðìèðîâàííîé ýíåðãèè " = E=�.Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ",à ëåâàÿ � îò U è �. Ôèêñèðóÿ U è d, ïîëó÷èì,÷òî â òåðìèíàõ íîðìèðîâàííîé ýíåðãèè äèñêðåòíûéñïåêòð çàäà÷è ñ �n = �0 exp��n2U � ;ãäå n � öåëîå ÷èñëî, ýêâèâàëåíòåí äèñêðåòíîìóñïåêòðó ñ ïàðàìåòðîì çàäà÷è �0, òàê êàê â ýòîì ñëó�÷àå �n = �0. Èìååì"p1� "2 � � ar

tg "p1� "2� + 1� = m+ �2U ; (46)ãäå m = 0; 1; 2; : : :Ïðè U � 1 ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü ýíåð�ãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ m = 0:"0 � �1 + 3��4U : (47)Àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m âêëþ÷à�åò â ñåáÿ òîëüêî ïàðàìåòð U . Äèñêðåòíûé ñïåêòðïðè áîëüøèõ m, "m = 1� 2U2m2 ;ñîâïàäàåò ñ êóëîíîâñêèì ñïåêòðîì.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïëîòíîñòè âåðîÿò�íîñòè äëÿ ïåðâûõ òðåõ óðîâíåé.

0 5 10�10 �5
0:50:40:3

x

�
0:1

�èñ. 4. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òðåõ ïåðâûõ ñâÿçàí-íûõ ñîñòîÿíèé â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå U(x) == �U=(jxj + d) ïðè U = 2, d = 1, � = 1: E0 == �0:124042, E1 = 0:431406, E2 = 0:6283054. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì ïîëó÷åííûå â ðà�áîòå ðåçóëüòàòû. Íàìè ðàññìîòðåíû ñîñòîÿíèÿýëåêòðîíà â îäíîñëîéíîì ãðà�åíå â ïðèñóòñòâèèîäíîìåðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìó�ùåíèé ïî âåëè÷èíå ïîïåðå÷íîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû� è êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Àíàëèòè÷åñêèðåøåíû çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñòóïåíüêó â�îðìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà U(x) = U th(x=a)è î äâèæåíèè ýëåêòðîíà â îäíîìåðíîì êóëîíîâñêîìïîòåíöèàëå U(x) = �U=(jxj + d). Â ýòèõ çàäà÷àõíàéäåíû êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ, �àçû ïðî�õîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ, ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûåïðèáëèæåíèÿ è êà÷åñòâåííûå îöåíêè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �11-02-00730) è Ïðîãðàììû �ÀÍ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. K. S. Novoselov et al., S
ien
e 306, 666 (2004).2. A. K. Geim and K. S. Novoselov, Nature Materials6(3), 183 (2007).3. V. Ryzhii, M. Ryzhii et al., arXiv:
ond-mat/0801.1543.4. L. M. Zhang and M. M. Fogler, arXiv:
ond-mat//0708.0892.5. N. Vande
asteele, A. Barreiro, M. Lazzeri et al., arXiv:
ond-mat/1003.2072.795



Ä. Ñ. Ìèñåðåâ, Ì. Â. Ýíòèí ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 4 (10), 20126. N. Stander, B. Huard, and D. Goldhaber-Gordon,arXiv:
ond-mat/0806.2319.7. Debdeep Jena, Tian Fang et al., arXiv:
ond-mat//0806.0139.8. Ò. ß. Òóäîðîâñêèé, À. Â. ×àïëèê, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ84, 735 (2006).9. V. V. Cheianov and V. I. Falko, Phys. Rev. B 74,041403 (2006).10. H. Bahloulia, E. B. Choubabia et al., arXiv:
ond-mat//1105.5279.11. S. Kuru, J. Negro, and L. M. Nieto, J. Phys.: Condens.Matter 21, 455305 (2009).

12. T. K. Ghosh, J. Phys.: Condens. Matter 21, 045505(2009).13. E. Milpas, M. Torres, and G. Murgu��a, J. Phys.:Condens. Matter 23, 245304 (2011).14. V. Hung Nguyen, A. Bournel1, and P. Dollfus,arXiv:
ond-mat/1105.1283.15. R. R. Hartmann and M. E. Portnoi, Optoele
troni
Properties of Carbon-based Nanostru
tures: SteeringEle
trons in Graphene by Ele
tromagneti
 Fields,Lambert A
ad. Publ., Saarbr�u
ken, Germany (2011).16. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà(Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ), ò. 3, Íàóêà, Ìîñêâà(1974), 
. 752.

796


